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Figure 1: (a) ADD and (b) AADD diagrams for
P3

i=1 xi. Cir-
cles show variables, branches show variable assignments (solid
= true (high), dotted = false (low)), squares show valuations.
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Algorithm 1: ApproxADD
DD�ε�

begin
leavesoldIcollectLeavesADD 
DD�,
{leavesold → leavesnew}

ImergeLeaves 
leavesold � ε�,
return createNewDD


DD� {leavesold → leavesnew}�,
end
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Figure 2: Compression of the ADD
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i=1 2ixi +
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i=1
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j=i 0.01xixj within precision 0.1. Dotted lines are the low (false) branch

and solid lines are the high (true) branch.

Algorithm 2: MarkRange(〈c, b, F 〉, range, ε)

input + 〈c, b, F 〉 + &������ ����������� 
�� ���� ��
begin

// Check for terminal node
if F = 0 or (F visited and FMaxRange > range) then

return ,

// Initializes error budget for current node
F ε := ε,
// Update max range for current node
FMaxRange := max(FMaxRange , range),
// Recurse on both branches of F with updated range
MarkRange(〈F.cl, F.bl, F.Fl〉, range · bl),
MarkRange(〈F.ch, F.bh, F.Fh〉, range · bh),

end
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3. APPROXIMATION WITH AADDS
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Figure 3: Two AADD nodes F1 and F2 (where F var
1 = F var

2 )
with the notation used in the merging procedure. Here, we
want to ask whether these two nodes can be merged while in-
curring less than ε error impact on the function?
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error := max(FMaxRange
1 , FMaxRange

2 ) 
=�
· max(|F1.cl − F2.cl| + |F1.bl − F2.bl|,

|F1.ch − F2.ch| + |F1.bh − F2.bh|)
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Figure 4: Compression of the AADD
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i=1 2ixi +
P4
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j=i 0.01xixj within precision 0.1. Dotted lines are the low (false) branch

and solid lines are the high (true) branch.
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prune?

Figure 5: An AADD node F1 with the notation used in the
pruning procedure. Here, we want to ask whether F1 can be
completely pruned while incurring less than ε error impact on
the function?
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error := FMaxRange(|F1.ch − F1.cl| + |F1.bh − F1.bl|)/2

�� error < ε�  � 
����� cr := c + b · F1.cl+F1.ch

2
� br := b ·

F1.bh+F1.bl

2
� ����
�� F1  ��� F2 
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4. MDPS AND DYNAMIC PROGRAMMING
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4.1 Factored Representation
�� ��� �
������ ������� �� 
!
�.�� 	������� #������� 
!	#� )==*�

��
���  ��� �� ����������� �� ������� �x �� ������ n�  ���� ��� ����
�������  � 
����� ��� ��
�� �
��
���� x1, . . . , xn �
�� ���
�� {0, 1},
����� ��� ���
� ������ �� ��
��� �� N = 2n� 0� 
��� 
����� 

��� �� 
������ A = {a1, . . . , an}� �� !	# �� ������ ��+ 
=�

 ��
�� ��
������� ����� P (�x′|�x, a)  ���� �������� ��� ����
����
��� �� ��� ���� ��
�� �x′ ����� ��� ������� ��
�� �x 
�� 
����� a, 
'�

 �� 
�� �������� R(�x, a)  ���� �������� ��� ������
�� �� 
��
���
���� �� �
.��� 
����� a �� ��
�� �x, 
�� 
2� 
 �������� �
����
γ, 0 ≤ γ < 1� � ������ π �������� ��� 
����� π(�x) �� �
.� �� �
��
��
�� �x� &�� ��
� �� �� ��� 
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��� �����
����� ������ ����� ��� ������� ����/��� ���������� �� 
�� ���������+
V π(�x) = Eπ[

P∞
t=0 γt · rt|�x]�  ���� rt �� ��� �� 
�� ���
���� 
�

���� t 
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�� �x��
!
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Algorithm 3: ApproxAADD
AADD =(〈c, b, F 〉, ε�

begin
MarkRange
��		�b�ε�,
foreach variable level from bottom to top in AADD do

foreach node F1 in a level do
if F visited

1 then
��������,

F ε
1 = min(F ε

1,l, F
ε
1,h) ,

foreach node F2 in a level do
if F visited

2 then
��������,

F visited
2 = true,

F ε
2 = min(F ε

2,l, F
ε
2,h),

if F1,l = F2,l and F1,h = F2,h then
F mergeErr

2 = ������� �����
U$ 
=�  ��� F1, F2,

err = min(F ε
1 , F ε

2 ) − F mergeErr
2 ,

if err > 0 then
������ F2 ��mergeList ,

if size (mergeList)> 0 then
foreach node F2 in mergeList do

FMaxRange
1 =

max(FMaxRange
1 , FMaxRange

2 ),
F ε

1 =min(F ε
1 , F ε

2 ),
����
�� ���������� �� F2  ��� F1,
F visited

2 I����,

end

a 
�� ��� ������ �
����� �xi �� ��� 	ST� ���� ��� ��
������� �����
�
� �� ����
���� �������� 
� P (�x′|�x, a) =

Qn

i=1 P (x′
i|�xi, a)�

��� �� 
�� �
� �� �
������ 
��������� 
�R(�x, a) =
Pm

i=1 Ri(�x, a)�

4.2 Dynamic Programming (DP)
Value iteration )'* �� 
 ������ ���
��� �����
����� 
��������

��� ������������ �����
� ��������� 0� ���� ����� 
 backup ����
���
Ba ��� 
����� a 
� ����� �+

(BaV )(�x) = γ
X

�x′

n
Y

i=1

P (x′
i|�xi, a)V (�x′) 
'�

�� π∗ ������� ��� �����
� ������ 
�� V ∗ ��� �
��� ��������� ����
V ∗(�x) = maxa∈A

˘

Pm

r=1 Ri(�xr, a) + (BaV ∗)(�x)
¯

�
9
��� ����
���� �������� �� ������������ 
 ������ �� t���
��������

�
��� ��������� V t� 5������ V 0 �� 
�����
�� �
�����  � �����

V t+1(�x) = max
a∈A

˘

Pm

r=1Ri(�xr, a) + (BaV t)(�x)
¯
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5. APPROXIMATE DP
Approximate value iteration (AVI) �� 
� 
�������
�� ���
���
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�� ��� �9� �� ���C�������  ��� �		� �� ��		��  � ������ ���

��� ApproxADD(V, ε) �� ApproxAADD(V, ε) ����
����� �� 
��
������
�� ��� ���������� �
��� �������� V ����������� 
� 
� �		
�� ��		  ��� �� �� ε ����� �� �
�� ���� �� ��� ��/� �� V ��� �
��� �
���� �� ��� !	# �� ����������  ��� γ < 1�  � �
� ����� ���
���
� ������� ����� 
� ε

1−γ
��� �� ��������� ����������� �� ������

�
��� 
�� ��������� ������ �9�  ��� �		�  
� ���� ���������� ��
�#%�"&		 )=2* 
��  � ���������� ��� ��������� �� ��		� ��
����� ��� ��		 
�������
���� ������$��� ��
�  � ���������� ��
5������ 2�

5.1 APRICODD and MADCAP Algorithms
0� �� ����
��� ����� ��� 
�������� ��
� �������� 
�������

�
�� �
��� ����
����  ��� �������� ��
��
�� 
�#%�"&		 �� �����
�		�� 
�� !�	"�# �� ����� ��		���

Solve 
��������� @� ���������� 
 ������ �� t���
�������� �
���
��������� V t

DD ��
� 
�� ����������� 
� 
���		�� B���� �� ���
���
��� 
���		 ���������
���� �� 
�� 	ST "#�� �� ��� !	# 
�� ����
��
��/� ��� ���� �
��� �������� �� 0� ��� ���� �� ����
��� ����� 

�
����� ������ �� ����
����� �� ����� 
 S����
� ����� BE =
max�x|V

t(�x) − V t−1(�x)| ������
���� ��������� 
BE < tol � ��
���� �� �
�� ����
���� ��� Regress 
�������� �� �
���� 
�� V t

DD

�� ���
���  ��� ���max ���� 
�� Qt
DD ��� �
�� 
����� a ��������

�� Regress
V t−1
DD , a�� ����� ����� BE �� �������� 
�� ������

��� ������
����� �� ��� 
�������� ���� ��� ������
��� ����  � 
��
������
�� ��� 
���		 �� �� δ · Vmax ��
 ��� ApproxADD ��
ApproxAADD ��������� �
���� S� �
.��� ��� 
�������
���� ���
��� ��������� �� Vmax  � ������� �����
��������� �
��� 
�������
�
���� �� ��� �����
� ��
��� �� �9�  ��� �
���� 
�� ���
������ ��
��

� ��������� �� �#%�"&		 )=2*� �� δ = 0 
�� �		� 
�� �����
���� 
�������� ������� �� 5#6		 )F*�

Regress 
��������� Q� �������� Qt
DD � ���� �� ��������� V t−1

DD

������� 
����� a ��
� �������� ��� �
���� Qt
DD ��
� ����� �� ���

�
���� �� ��������� a 
�� 
����� �� 
� �� ���
�� V t−1
DD �����
�����

	����� ����������  � G�����H ��� �
��
���� �� ���������� �
��Xi

��X ′
i 
����� ��� V i

DD �� �� �
�� �� ��� G����H ��
��� 
�� ��� "#��
��� 
����� a 
�� ���������� �� 
�� ������ ����2 B��
���� ��� ������
�
��� �� ���������� 
�� ��� �� 
�� 
���		 �� 
���� �� �� ��������
��� �����������

5.2 Reducing Numerical Error in MADCAP
&�� �������� ���������  ��� ��		� �� ��
� ��� �����
�� ����

������
����� �����
������ 
�� �������� ��$����� �� �
���
�� ����
��
�/�� ����� 
�� �
���� �
� ��
� �� �����
���
� 
������
����� ��
�������
� ��������� ������ )='*� �� ���� ��������  � ���������� �� 
������$��� �� ������� ��� �������
� ��
������ �� �� ��		 ������
�
����� ���� �� !�	"�#�
��� ���� ����������� ���� �������� !	# 
��������� �
��� ��

��		� �� �� 
�C��� ��� �
��
��� �������� �� ��� ��		�0��� �����
��� 
� !	# ����� �������� ��
��
�� �� �� ������
�� �� ���������

2B�� �		��  � 
����� ����� 
�� �� ���������� 
��� 
���� �
���

���� X ′

i � X ′
j ��� i 	= j �� ��� 	ST� �� ��������� 
��� 
�� ��������

��� 
�������� �
� �� ������� �� �������� �� 
�� �����
�� "#��� B��
��		�  � �� ���� �������������
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��� 
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Algorithm 4: Solve
!	#� tol �maxIter � δ�

begin

"��
�� 
���		 "#�� CPT
x′

i
a ��� !	#,

V 0
DD = 0,

Vmax = max(RDD),
t = 0,
while i < maxIter do

t = t + 1,
V t

DD = −∞,
foreach a ∈ A do

Qt
DDIRegress(V t−1

DD , a, δ · Vmax),
V t

DDImax(V t
DD ,Qt

DD),
Diff DD = V t

DD � V t−1
DD ,

BE = max(max(Diff DD)�−min(Diff DD)�,
if BE < tol then

���
.,
V t

DD = Approx(A)ADD (V t
DD , δ · Vmax �,

Vmax = max(RDD) + γVmax ,

return V t
DD ,

end

Algorithm 5: Regress
VDD , a, ε�

begin
QDD = convertToPrimes(VDD),
for all X ′

i in QDD do

QDD = QDD ⊗ CPT
x′

i
a ,

QDD =
P

x′

i
∈X′

i
QDD ,

return RDD ⊕ (γ ⊗ QDD) ,
end

��������� ����
����� ���� ��� ������� ��
�� �
��
����� �x� 
�� ��� ����
��
�� �
��
����� �x′� 0� ����� ��
� �������
���� ��� ������� 
�� ����
��
�� �
��
����  
� ��� ���� ��������� ��������, x1, x

′
1, x2, x

′
2, . . .�

"������� ��� �������� �� ��� ��
�� �
��
���� ���������� �� 
��� ���
����
��� ��� ������� ����������
��� ������ ������/
���� ������ �� ��� ������
� 5#6		  ��. )F*

��
� ����� ������
���� ���� �
� �� 
������
��� �� ��� ��
�������
�������� ���������
� ����
������ �
���� 
"#��� 
�� �������������
"#�� 
����� ����  ��� �
�� �� �� ���������� �������� 
� ���� �������
:� �����  ��� ��
������� ������� 
�� ��������� 
�� �����������

����� ��� ������
���  ��� ��� 
����X� 
����� �� �
�� ������� �		�
�
� ��� ������� ��� �
������ ���������
���� ��������� �� ��� C����
��
������� ������ ���� ��
���� �� 
 ���������
����
� ��� �� ��
�
�
.�� �������������� "#�� ����
����
� �� ����� �
���� S��
���
��� ��		 �
� ����
���� ��������� ���������
���� ���������� ����
�
�� ��� �� �� ��� �������� ��� �������������� "#�� �����������

� ��		� 
�� ���� ��� ������������
���� ������/
���� �
� �� ��
��
���
��� ���� �� 
�� �
������ !	#� ��  ����  � �
�� �������������
��� ����� ������/
���� ���������� �� �� ��������� ��� ������
�

����� �
����
��/
���� �� �������� �
��
����� 0� ����� 
 ������
���� ��������� M(M, c + bF )�  ���� �
.�� 
 ��� �� �
��
���� ��
�
����
��/�� M� 
�� 
 �������
��/�� ��
��
� ��  ��.  ���� c +
bF � 
�� ������� 
 �������
��/�� ��
��
� ����
����� ��� ������� ��
F �� 
 �����
�� ���� ����  � �
� ������ c + bF  ��� �� ��
����

&���� ���� ���

F = if(F var, ch + bhFh, cl + blFl).

����  � �
� ������� �� ��� � � �������� �� F ,

c′h + b′hF ′
h = M(M, ch + bhFh), and

c′l + b′lF
′
l = M(M, cl + blFl).

�� F var ∈ M ����  � ����� ��� ������ �� ��� ��������� �
��� �����

 ������� ����
���� ����
���� �,

cr + brFr = �(c′h + b′hF ′
h, c′l + b′lF

′
l ),


�� ����� ���  � ��������� ���� ����� F var,

cr + brFr = normalize(if(F var, c′h + b′hF ′
h, c′l + b′lF

′
l )).

B��
����  � ������� ��
� ������  ��� ��� ������
� �������
���
����
�
�
 
�� ������ c + b(cr + brFr) = (c + bcr) + (bbr)Fr �
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 �
��
��� ��M �����X� 
���
� �� 
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��� �� ��� ����� ���� 
��

�������  ��� ��� 
���� ��� ������� ����
����� �� �� ��
� ��
����
:���� ��� 
�������� ����  ��.� �� ��� �
����
��/
���� �����������
�� ����������� ���� �(F, F ) = F � �� ����
���� �� ��� �������
�����  � ��� 
���
��  ����� ��� ��������� �
��� 
�� ���� �������� ��
2|M| 
� ��� ����
������
��� ���� ��������  
� �������� ��  ��.  ��� ����
��/��

��
��
�� 
� ���� 
� �������� ? ��� �������
��/
���� �
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6. EMPIRICAL RESULTS
�� ���� �������  � ������ �� 
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����� �� ����������� 
�������

�#%�"&		 
�� !�	"�# �� � � ���� �������� �
������ !	#��
5Y5�	!�T 
�� �%�BB�"� ���� �����
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 �
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6.1 Evaluation Domains

SYSADMIN Factored MDP: �� ��� 5Y5�	!�T ������� )D*�  �
�
�� n ��������� c1, . . . , cn ��������� ��
 
 �������� ��
�� ������
��� 
���� B��� D�� ;�� �
��
��� xi ������  ������ �������� ci �� ��

�� ������� 
=� �� ��� 
>�� ;�� Conn(cj , ci) ������ 
 ����������
���� cj �� ci� 0� �
�� n 
������+ reboot(c1), . . . , reboot(cn)�
��� "#�� �� ��� ��
������� 	ST �
�� ��� ����� ��� ����+

P (x′
i = 1|�xi, a) =

8

<

:

a = reboot(ci) : 1
a 	= reboot(ci) : (0.05 + 0.9xi)

·
|{xj |j �=i∧xj=1∧Conn(cj ,ci)}|+1

|{xj |j �=i∧Conn(cj ,ci)}|+1

�� 
 �������� �� ��� �������� ���� ��� ����
������ �� ������� �� ���
���� ���� ���� ������� �� ��� ������� ��
��� 
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Figure 6: Diagrams of the three example SYSADMIN connec-
tion topologies that we will focus on in this paper.

���������  ��� �������� ����������� ��
� 
�� 
��� ��������� ����
����� ��� �� 
�� �� ��� ��� �� ��������� ��
� 
�� ������� 
� 
��
���� ����+ R(�x, a) =

Pn

i=1 xi� 0� ��� �������� �
���� γ = 0.9
�� �����
� ������ �� ���� �������  ��� ������ ��� �������� ��
� �
�
��� ���� ���
�� �� ��� �������� ������ ���������� �� 
�� ����� ���
��� ��. ��������
����

TRAFFIC Factored MDP: ���� ������� ���������� ��
��� ���������
���� �������� 0���� ���� �� ��� ��
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����� �� �x = (x1, . . . , xn)  ���� �x ∈ {O, U}n �����
��� ��� �
��
��
��� ���� xi 
1 ≤ i ≤ n� �� �� �� �������� O �� ���������� U �
&�� �
��� ��
��� ����� ��� intermediate road cells �� ��
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 �
�

 ��� ���� ��� 
�� ���� ��� ���� ���� 
� ���� 
� �� �� �����������
����� ��� �� ����� �� ��� ������� ���� 
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����
B�� �
�� intersection road cell xj 
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���� ���� 
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��� tj ∈ {turn, no-turn} �����
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 �
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6.2 Experiments
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Figure 7: Diagram showing a 4-way single-lane intersection in-
cluding variables used in our state description. Note that we
do not model road cells that exit the intersection as we assume
that cars freely exit the boundaries of the model once they have
passed through the intersection.
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Figure 8: Time and space performance for three different SYSADMIN problems as the level of pruning precision is held constant at
δ = 0.05 and the number of computers in SYSADMIN increases. δ = 0.05 enforces that the true approximation error is within ± 5%
of the maximum value achievable. Results were taken after 100 iterations of approximate dynamic programming.
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Figure 9: Space performance for three different SYSADMIN problems vs. the percent of true approximation error (TAE) as the
number of computers is held constant at 12 and the pruning precision varies from δ = 0.0, . . . , 0.3. When δ = 0, this enforces that
TAE = 0%, thus yielding the exact solution. Results were taken after 100 iterations of approximate dynamic programming.
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Figure 10: Experiments on large TRAFFIC MDPs with 20 vari-
ables (220 states) and 24 variables (224 states). EML denotes
that the algorithm exceeded its memory limit (1.4 Gb for these
results). We note here that MADCAP was capable of finding
an approximate value function within 10% of the optimal so-
lution on the larger Traffic problem while APRICODD ran out
of memory with this same error bound.
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